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Zusammenfassung

DasBild einesObjekts wird von den Lichtstrahlen erzeugt,die gleichzeitig in dasAuge oder
in die Kamera gelangen Wegender endlichen Lichtgesdwindigkeit werdendieseLichtstrah-
len bei einem ausgedehten Objekt aber nicht gleichzeitig emittiert. Dies fehrt bei einem
bewegten Objekt zwangsku g zu einem veranderten Aussehen.Erstaunlicherweisewurden
dieseE ekte erst mber 50 Jahre der Aufstellung der SpeziellenRelativit atstheorie und fast
300 Jahre nadh dem Beweis der Endlichkeit der Lichtgestwindigkeit korrekt bestirieben.
In diesemBeitrag werdendie Grundgleichungenzur Beredinung desBildes einessdnell be-
wegten Objekts im Rahmender SpeziellenRelativit atstheorie hergeleitetund mit zwei auf
dem Computer simulierten Fleagen durch das Branderburger Tor und vorbei an der Erde
visualisiert.

1 Einleitung

Die Spezielle Relativit atstheorie basiert auf dem experimertellen Befund, da die Messung
der Vakuumlichtgesdwindigkeit in jedem Inertialsystem densellen Wert liefert, der zudem
von der Ausbreitungsricitung desLichts unabhangigist:

c= 299792 458km=s|.

Die Vakuumlichtgesdwindigkeit hat die Bedeutung einer Grenzgesbwindigkeit, d.h. jede
Relativgestwindigkeit von Objekten liegt zwishien v = 0 und v = c. Unserealltaglichen
Erfahrungenmit Bewegungenmachenwir gehend(v = 5 10 °c), Auto fahrend(v = 10 ’c)
oder allenfalls noch als Fluggaste (v = 10 ®c). Wenn wir bewegte Objekte beobaditen, so
kennten das beispielsveise 100-m-Laufer (v = 3 10 8c), Elfmeterballe (v = 10 ‘c) oder
ein vorbeifahrenderICE (v = 2 10 ’c) sein. Bei all dem be nden wir uns o ensichtlich
im Grenzfall extrem kleiner Gestwindigkeiten. Hohe Gestwindigkeiten treten auf der Erde
nur im mikroskopisden Bereich auf, etwa wenn in Teilcherbesdleunigern Elektronen oder
Protonen nahezu auf Lichtgesdwindigkeit bestleunigt werden. Makroskopiste Objekte
mit mittleren und hohen Gestwindigkeiten sind dagegennur im Weltraum zu nden: die
Erde bewegt sich mit 30km=s um die Sonne,das Sonnensystemlauft mit 250km=s um
das Galaktische Zertrum um. Quasare(extrem helle Kerne von Galaxien, die zu den am
weitesten entfernten Objekten gehoren, die wir heute kennen) sto en Materie in Form von



geleindelten Strahlen aus,welche im Radiobereid beobattet werdenund Knoten erthalten,
die sich nahezumit Lichtgesdwindigkeit vom Quasarertfernen.

Phanomenebei hohen Gestiwindigkeiten werden im Rahmen der Speziellen Relativit ats-
theorie bestirieben. Diese Theorie ist experimertell hervorragend bestatigt, gilt aber als
unanstaulich, was vor allem in den auskihrlichen Diskussionensteinbarer Paradaxa zum
Ausdruck komnt. Diese Verstndnisstwierigkeiten derften audh damit zusammeniangen,
da uns praktische Erfahrungen mit hohen Gestwindigkeiten vellig fehlen. Man kann sich
nun, ob aus Neugier oder in der Ho n ung auf ein besseres/erstandnis der Speziellen Re-
lativit atstheorie, die Frage stellen, wie man einenFlug mit relativistischer Ges&windigkeit
erleben weirde. Angenommen,man kennte ein Raumsti  besteigen,auf neunzigoder neun-
undneunzigProzert der Lichtgesdwindigkeit besd&leunigenund dann etwa an der Erde und
der Sonnevorbei iegen, wasweirde man sehenDie Computergraphik bietet die Meglichkeit,
einen solthhen Raum ug zu simulieren und zu zeigen,wie die Welt fur den relativistischen
Reisendemus#he.

2 Die Loren tz-Kon traktion

Der Kern der SpeziellenRelativit atstheorie ist die Lorentz-Transformation. Sie madt eine
Aussageeuber die Koordinaten einesEreignissesin vershiedenenlinertialsystemen. Abbil-
dung 1 zeigt die ubliche Wahl der Koordinatenadsenin zwei InertialsystemenK und K ©
mit der Relativgestiwindigkeit v. Findet ein Ereignisin K am Ort X, y, z zur Zeit t statt,
dann ergibt eine Orts- und Zeitmessungin K ° fur dasselle Ereignis die Koordinaten x° y°,
z% t°mit dem Zusammenhang

x> = (x ct) (1) x = X%+ ct) (5
yo =y 2) y = y° (6)
2% = z (3) z = 2° (7)
c® = (¢t x) (4) ct = (ct®+ x9: (8)
Hierist = v=cund = 1:p1 2,
z Z
K K'
v .
y y '
X X
X'=0
X=vt

Abbildung 1: Koordinatensystemefur zwei Inertialsysteme K und K °mit der Relativgeschwindig-
keit v. Zur Zeit t = O ist aucht®= 0 und x = O fallt mit x°= 0 zusammen.



Ein punktfermigesObjekt, dasin K ©an einemfestenOrt x§, y9, z§ ruht, durchlauft folglich
in K die Bahn
X=x3=+ ct; y=vy3 z=20 (9)

Ein Stab der Langel® derin K °auf der x>Achseliegt mit Endpunkten an den Orten x§$ und
x3 + [°bewegt sich in K ertlang der x-Achsemit Endpunkten bei

xi =x3= + ct; und Xe= (x§+19= + ct (10)

und hat die Lange
| = Xe X;=1%: (11)

Diesist die wohlbekannte Lorentz-Kontraktion: der bewegte Stab ist kerzer als der ruhende.
Ganz entsprediend sind beliebigebewegte Objekte in Bewegungsrititung gestautit: W erfel
etwa werden zu Quadern, Kugeln zu Ellipsoiden.

Ein Beispielausdem Alltag: Ein Verkehrs ugzeug,dasin Ruhe 100m lang ist und mit tau-
send Stundenkilometern iegt ( = 108 = 1+5 10 ¥ istumI® | =05 10 °m
gestaudt: dasist vergleicibar mit dem Bohrsthen Radius, ertspricht alsoetwa der Ausdeh-
nung eineseinzelnenAtoms.

Eine merkliche Langeranderungtritt erst ein, wenndie Gestwindigkeit erheblich gre er ist:
das Flugzeugware 1 m kerrzer, wenn essich mit = 0;14, d.h. mit 150 Millionen Stunden-
kilometern bewegte.

3 Photographie schnellb ewegter Ob jekte

Wir medten eine photographistie Aufnahme einessdnellbewegten Objekts maden und
stellen dazu eine Kamerain den Nullpunkt deslInertialsystemsK .

Beginnenwir die Uberlegungenmit dem punktfermigen Objekt von Absdnitt 2. Es bewegt
sich (s. Gleichung 9) parallel zur x-Achseauf der Bahn

x(t)=x3= + ct; yt)=yd=yo z(t) =2 = z0: (12)

Das Objekt ist selbstleutitend und sendetununterbrochenin alle Richtungen Licht aus.Der
in Abbildung 2 eingezeibnete Lichtstrahl wird zur Zeit t1, zu der sich die Lichtquelle am
Ort

Xe = X(t1) = x3= + cty (13)

q _
be ndet, ausgesandtund legt einen Weg der Langes = X2 + y3 + z3 bis zur Kamera
zureck, wo er folglich zur Zeit

X2 + v2 + 22
=1t + E CyO 0 (14)

eintrit. Falls zum Zeitpunkt t, geradeeine Aufnahme gemadit wird, erzeugtdieserLicht-
strahl dasBild der Lichtquelle: die Lichtquelle ist am Ort X = Xg, Y = Yo, Z = Zg ZU Sehen
(Abbildung 2).
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Abbildung 2: Eine punktfermige Lichtquelle beweyt sich parallel zur x-Achseund wird von einer
Kamera im Nullpunkt des Koordinatensystemsaufgenommen.

Die Gleichungen 13 und 14 reichen bereits aus,um fur einenbeliebigenAufnahmezeitpunkt
t, die Koordinate Xxg zu beredinen, an der die Lichtquelle geseherwird. Dazu eliminiert man
zunadhst t; ausden beiden Gleichungenund erhalt

q
Xe = Xo= + (Ctz  XxE +y5+ Zf): (15)

Diesist eine quadratisthe Gleichung fer xg. Siekann in die Form
Xg  2e *(xg= + ch)+ Z(xg= + ch)® ? y5+z)=0 (16)

gebratit werdenund hat die Lesung

+ a
Xe = (o= + ctp) 2(x= + ctp)?+ y§+ zg: (17)

Von den beiden Lesungender quadratisdhen Gleichung ist die mit dem Minuszeitien die
gesubte: anhand von Gleichung 12 iderti ziert man xg= + ct, als die x-Koordinate der
Lichtquelle zum Zeitpunkt t,. Diesex-Koordinate ist gre er als xg, weil sich die Lichtquelle
zwisthent; und t, weiterbewegt. Gleichung 17 kannxg < x3= + ct, nur erfellen, wennder
zweite Term auf der rechten Seite negativ ist.

Im Prinzip sind wir jetzt fertig. Dennum herauszu nden,wie ein beliebigesObjekt aussiely
wenn esin sdneller Bewegungphotographiert wird, reichen die Gleichungen12 und 17 aus.
Die Computersimulationen in Abbildung 3 sind ubrigensauf genaudieseWeiseenstanden.
Wir de nieren das Objekt in seinemRuhesystem(Inertialsystem K 9, indem wir einegro e
Anzahl von Punkten auf seiner Ober ache auswahlen und deren Koordinaten (x3, v, z9)
angeten. Jeder einzelnePunkt bewegt sich im Inertialsystem K auf einer Geraden (Glei-
chung 12) und ersteint auf einer Aufnahme, die zum Zeitpunkt t, angefertigt wird, als
Bildpunkt am Ort (Xg, Yo, Zo) Nnach Gleichung 17. DieseBildpunkte werdenberetinet und
ergelken zusammendas Bild desbewegten Objekts.
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Abbildung 3: Ein kubischesGitter (oben links) bewegt sich mit dem Mittelpunkt entlang der
x-Achse und wird von einer Kamera im Nullpunkt des Koordinatensystemsaufgenommen(oben
rechts). Das Gitter scheint beim An ug (unten links) in Flugrichtung gesteckt, beim Weg ug (un-
ten rechts) in Flugrichtung gestauchtzu sein.

4 |Ist die Loren tz-Kon traktion sichtbar?

Die Uberlegungerzum Ausseherrelativistisch bewegter Objekte begannendamit, da diese
Frage nicht gestellt, sondernvielmehr mbersehenwurde. Man formulierte, da aufgrund der
Lorentz-Kontraktion ein bewegtesObjekt in Bewegungsrititung verkeirzt sei,oder aud, da
esverkerzt ersdieineund von dort war esnur ein kleiner Scritt bis zu der Vorstellung, da
esverkerzt ausseheDabei wurde nicht beaditet, da die Lorentz-Kontraktion dasErgebnis
einer Messungist und da sich eine visuelle oder photographistie Beobattung von einer
Messungganz wesetlich untersdeidet.

Als Beispiel greifen wir den Stab aus Absdcnitt 2 wieder auf: Ein selbstleuttender Stab
mit Ruhelangel® bewegt sich mit der Spitze voraus ertlang der x-Achseund wird von einer
Kameraim Nullpunkt desKoordinatensystemsaufgenommen.

Fur einenPunkt auf der x-Achse(yo = 0, zo = 0) lautet Gleichung 17

g = 2(x§= + cty) %jx0= + cty; (18)

wobei X, = x8: + ct, die x-Koordinate desPunktes zum Aufnahmezeitpunktist. Solange
sich der Punkt entlang der negativen x-Achseauf die Kamera zu bewegt, ist x, < 0 und

Xe = (x3= + ct)=(1 ): (19)
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Die Endpunkte des Stabsbei xJ und x§ + 1° erzeugendemnad bei der Annaherungan die
Kamera Bildpunkte im Abstand von

S
:|0

1+

. (20)

L1= Xeisi  Xere

Die visuelleLangel 1, die der Stabim Bild zeigt, ist wedermit seinerRuhelangel®noch mit
der Lorentz-kontrahierten Langel = |% identisch! Ganzim Gegeneil ist in diesemBeispiel
die visuelle Lange sogargre er als die Ruhelange. Ein Zahlerbeispiel madt das deutlich:
Fur = 0;9ist die Lorentz-kontrahierte Langel = 0;441°und die visuelleLangel ; = 4;361°.
Wenn sich der Stab ertlarag der positiven x-Achsevon der Kamera ertfernt (x, > 0), erhalt

manertsprechendL, = 1° (1  )=(1+ ). Im Zahlerbeispielvonobenist dannL, = 0;231%
der Stab sielt erheblich verkerzt aus, ja die visuelle Langeist sogarkleiner als die Lorentz-
kontrahierte Lange.

Zugegelenerma en hat unser Stabbeispielnoch einen Schenheitsfehler:Wenn sich der Stab
mit der Spitze voraus direkt auf die Kamera zu bewegt, dann sient man auf dem Bild
nichts weiter als eben diese Spitze, also einen Punkt. Ein Tiefeneindrudk kann jedoch wie
in Abbildung 3 dadurch erreitht werden, da statt eineseinzelnenStabes ein Raumgitter
gezeigtwird. DasruhendeGitter (oben links) ist auslauter gleich langen Staben aufgebaut.
Das bewegte Gitter sdeint bei der Annaherung(unten links) in Flugrichtung gestre&t und
beim Weg iegen (unten rechts) in Flugrichtung gestautit zu sein.

Damit ist klar, da bewegte Objekte nicht einfac Lorentz-kontrahiert aussehenSie sind
zwar, wenn man sie ausmi t, in Flugrichtung gestautit. Wenn man sie aber anschaut darf
man nicht erwarten, genaudieseStaudung zu sehen.

5 Ebene Flachen...im Bild gewelbt

Sie beobatiten Objekte bei hoher Gesdwindigkeit und mediten eber den Daumen gepeilt
wissen,wie die Objekte in Ruhe ausseherbzw. umgelehrt. Wastun?

Eine Daumenregelliefert das bewegte Raumgitter. Viele Objekte, etwa Bauwerke, sind aus
Werfeln und Quadernaufgebaut. Werfel und Quadersind aber nichts weiter als Aussdinitte
auseinemRaumgitter. Man kann siesic relativ einfac vorstellen,wennman erst einmal das
Aussehereinesbewegten Raumgitters kenrt. Um das AussehendesRaumgitters vollstandig
zu verstehen,werden wir in diesemAbsanitt ebene Flachen senkrett zur Flugrichtung
untersuden.

Wir beginnenmit dem Stab aus Abbildung 4. Er steht senkretit zur x-Achseund bewegt
sidh in x-Richtung auf eine Kameraim Nullpunkt desKoordinatensystemszu.

Denken wir uns zwei Lichtstrahlen, von deneneiner von einem Stabende und der andere
vom Stabmittelpunkt ausgesandtwerden und die gleichzeitig bei der Kamera ankommen.
Der Abstand zwisden Stabende und Kamera ist stets gre er als der Abstand zwisden
Stabmittelpunkt und Kamera. Der Strahl vom Stabende mu also zuerst loslaufen, damit
beide gleidhzeitig bei der Kamera ankommen. Sein Emissionspunktliegt demnad links vom
Emissionspunkt des Stabmittelpunktstrahls. Im Bild sdeinen die Stabendenfolglich nadch
hinten gebogenzu sein:der Stab sielt gekrammt aus.
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Abbildung 4: Ein Stab bewayt sich entlang der x-Achseund wird von einer Kamera im Nullpunkt
desKoordinatensystemsaufgenommen(oben). Auf demBild erscheintder Stabgewslbt (unten, =
0;9, dargestelt fur funf Aufnahmen zu verschiglenenZeitpunktent,). Zwischenje zwei Aufnahmen
liegt dasselb Zeitintervall t,. Das okere Bild zeigt die Position des Stakes zum Zeitpunkt der
ersten Aufnahme.

Weldhe Form der Stab genauhat, lat sich aus Gleichung 17 ablesen,wenn siein die Form

(Xe ’X2)? Y&+ Z§

=1 (21)

gebradit wird, wobei die Abkerzung x, = x3= + ct, fur die x-Koordinate der Lichtquelle

zum Zeitpunkt t, der Aufnahme verwendet wurde.

Wir kennendenruhendenStab als Aussanitt der z-Achsebesdireibendurch x3 = 0,y§ = 0,
%2 z§ 1%=2. Gleichung 21 mit y, = yJ = Oist eine Gleichung fur die Koordinaten xg,

Zo der Bildpunkte zu festenWertenvon , und X,. Es handelt sich o ensichtlich um eine

Hyperbelgleithung. Die Form der Hyperbel hangt au er von der Gestwindigkeit aud von

X2 = Cty, d.h. vom Zeitpunkt der Aufnahme ab.

Abbildung 4 zeigt die Hyperbeln fur funf Aufnahmen zu verstiedenenZeitpunkten.

Wir gehenjetzt vom Stab zur Fladche uber. Wenn man den Stab um die x-Achse dreht,

eiberstreidt er eine ebeneFlade senkretit zur Flugrichtung. Weahrend der Drehung bleibt

der Stab stets senkretit zur x-Achse. Sein Bild ist daher in jeder Stellung eine Hyperbel.

Alle Hyperbeln zusammengenommerergeken ein Hyperboloid als Bild der bewegtenebenen

Flache. Ebensogutkann man naterlich Gleichung 21 sofort als Gleichung einesHyperboloids

interpretieren.

Damit ist dasAussehemdesRaumgittersin Abbildung 3 klar: die Gitterebenensenkret zur

Bewegungsrititung werdenals Hyperboloide gesehengdie Abstandezwisdenihnen sceinen

beim An ug gestre&t, beim Weg ug gestaudtit.



6 Zwei Beispiele: Flug durc hs Branden burger Tor und
Vorbeiug an der Erde

Die beidenBildsequenzenn Abbildung 5 zeigeneinenDurch ug durch ein stilisiertes Bran-
derburger Tor. Die linke Spalteist ein Flug mit nichtrelativistischer Ges&windigkeit und das
vierte Bild zeigt die grenliche Recdkseite aufgenommemad dem Durch ug mit der um 180
gedrehlien Kamera. Die rethte Sequenavurde fur v = 0;99c¢ beredinet. Die E ekte der end-
lichen Lichtlaufzeit wirken sich bei dieserGesd&windigkeit dramatisch aus. Der Haupte ekt
ist die Verzerrungvon Fladen senkrebt zur Bewegungsrititung in Hyperboloide. Das hat
zur Folge,da gro e Teile der grenlichen Reickseite ins Gesititsfeld der Kamera kommen,
sobalddie Kamera die hintere EbenedesBranderburger Tors durch ogen hat.
Die Bildsequenzenin Abbildung 6 zeigeneinen Vorbeiug an der Erde. Die linke Spalte
ist ein Flug mit nichtrelativistischer Gestwindigkeit, die rethte Spalte mit v = 0;95c. Wie
seit Penrose(1959) bekannt, bleibt der Umri einer Kugel immer kreisformig. Die Ober-
ache selbstallerdings ersdieint durch das Zusammemvirken von Lorentz-Kontraktion und
Lichtlaufzeit verdreht und topologist stark verzerrt.

7 Historisc he Anmerkungen und Literaturangab en

Esist eigertlich erstaunlich, da (soweit uns bekannt) kein klassister Physiker auf die Idee
gekommenist, dasAussehersdinell bewegterK erper zu berednen, obwohl doch die Endlich-
keit der Lichtgesdwindigkeit seit 1675durch Olaf RemersBeobattung der Ver nsterung
der Jupitermonde bekannt ist.

Auch im Rahmender SpeziellenRelativit atstheoriewurde die Bedeutungder endlichenLicht-
gestwindigkeit fur das Ausseherbewegter Objekte zunadst nicht erkannt. Sosdreibt Ein-
stein (Einstein 1905)in seinerfundamenalen Arbeit Zur Elektrodynamik bewegter K erper,
alsoin der Originalarbeit zur speziellenRelativit atstheorie,

Ein starrer Kerper, welcher in ruhendemZustandeausgemessedie Gestalt einer Kugel hat,
hat alsoin bewegtem Zustande{ vom ruhenden Systemaus betrachtet { die Gestalt eines
Rotationsellipsoidesmit den Achsen

\V; 2
— R;R

V 1 1

Wahrendalsodie Y - und Z-Dimensionder Kugel (also auc jedesstarren Kerpersvon belie-
biger Gestalt) durqp die Bewegungnicht modi ziert ersdeinen, ersdieint die X -Dimension

im Verhaltnis 1 : 1 (v=V)2 verkerzt, alsoum so starker, je gre er v ist. Fur v = V
sthrumpfen alle bewegten Objekte { vom ,ruhenden Systemaus betrachtet { in acden-
hafte Gebilde zusammen.

Und der berahmte Physiker Gamov stellte in seinemerstmals 1940 herausgegebnen Buch
.Mr. Tompkinsin Wonderland (deutsder Titel ,,Mr. Tompkins' seltsameReisedurch Kos-
mos und Mikrokosmo$§ Verlag Vieweg 1984) die Erscheinungen der Lorentz-Kontraktion
vellig falsch dar, da er die Auswirkung der endlichen Lichtgestwindigkeit einfad nicht
bedadte.



Abbildung 5: Durchug durch ein stilisiertes Brandenbuger Tor mit nichtrelativistischer Ge-
schwindigkeit (linke Spalte) und mit 99% der Lichtgeschwindigkeit(rechte Sgalte).



Abbildung 6: Vorbei ug an der Erde mit nichtrelativistischer Geschwindigkeit(links Spalte) und
mit 95% der Lichtgeschwindigkeit(rechte Sgalte).
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Die Fragenad der Sichtbarkeit oder Unsichtbarkeit der Lorentz-Kontraktion war dann auch
der Ausgangspunktfer das Interesseam Aussehensdnellbewegter Kerper, das (mit Aus-
nahme einer praktisch unbeaditet gebliekenenArbeit wber die Unsichtbarkeit der Lorentz-
Kontraktion von Lampa ausdem Jahr 1924)ab 1959einsetzte.

Innerhalb kurzer Zeit wurde gezeigt,da die sdeinbare Lange einesMa stab es bei einer
visuellenoder photographistien Beobattung im allgemeinennicht die Lorentz-kontrahierte
Langeist (Lampa 1924, Terrell 1959, Weinstein 1960, Boas 1961),da eine Kugel bei je-
der beliebigenGestwindigkeit mit einemkreisformigenUmri geseherwird (Penrosel959,
Boas1961),da Obijekte, die unter einemkleinen Raumwinkel geseherwerden,gedreh aber
unverzerrt ersdieinen (Terrell 1959, Weisslopf 1960), wogegenObjekte, die einen gro en
Raumwinkel einnehmen sovohl gedreht alsaud verzerrt wahrgenommenwerden.Drei aqui-
valerte Formulierungender Transformationsgleibungenauf die verzerrte scheinbare Gestalt
sthnellbewegter Objekte wurden angegelen (Atwater 1962, Yngstrem 1963, Mast 1965).
Eine ZusammenfassunglieserErgebnissendet sich bei McGill (1968).

In der Folgezeit konzerrierten sich die Arbeiten auf die graphisde Darstellung mittels
Strichgraphik: dargestellt wurden Gitter (Scott und Viner 1965), Weurfel (Yngstrem 1963,
Scott und Viner 1965, Mathews und Lakshmanan1972, Hickey 1979), Kugeln (Scott und
van Driel 1970, Su ern 1988), eine Stra enszene(Blatter und Greber 1988) und der Ster-
nenhimmel (Moskowitz 1967,Scott und van Driel 1970,McKinley und Doherty 1979).

In jungster Zeit wurde das Themawiederaufgegri en; mit Hilfe von Computergraphik wur-
denrealististhereBilder und Bilder von komplizierterenObjekten erzeugt(Hsiung und Dunn
1989, Hsiung, Thibadeau, Cox und Dunn 1990, Gekelmann, Maggsund Xu 1991,H. Ruder
1991,H. Ruder und M. Ruder 1993).
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